IUT - Q£i*u Cm/U. (\wm SfUuh- RDM 


$. nemooi 


COURS : CONTRAINTES NORMALES ET 
TANGENTIELLES 


I) Generalites : 

1.1) But de l’etude : 

Toute structure doit etre suffisamment resistante pour supporter les charges auxquelles 
elle sera soumise au cours de sa duree de vie. 

Les criteres de resistance sont toujours bases sur les contraintes. En effet, a partir d’essais sur 
les materiaux, on deduit les valeurs limites a ne pas depasser. 

Cette partie de cours est done primordiale dans l’etude des structures. 

Les calculs seront realises principalement a l’etat limite ultime (ELU). Cet etat limite fait appel 
a des combinaisons d’actions definies dans l’Eurocode 1 du type : 

1,35G + l,5Q (G : charge permanente Q : charge d’ exploitation) 


1.2) Rappels : 

Lors du module MSI, nous avons defini les sollicitations suivantes : 


N x 

Effort normal 

Vy 

Effort tranchant selon l’axe y 

v z 

Effort tranchant selon l’axe z 

T x 

Moment de torsion 

My 

Moment de flexion selon l’axe y 

M z 

Moment de flexion selon l’axe z 


1.3) Definition (Cauchy) : 

« Sur toute facette dA d’une coupe nait une force de surface : / appelee vecteur 
contrainte » Cauchy - 1822 

Les sollicitations represented les actions qui agissent entre la partie gauche et la partie 
droite de la « barre » symbolisant la poutre. Cependant, il faut repartir ces sollicitations sur la 
section, d’ou le principe des contraintes. 




dA- 




Contrainte 
agissante sur dA 


Tron 5 on de gauche de la « barre » en statique 


Partie de gauche de la poutre en mecanique 
des structures 


Ja Remarque 1 : chaque fibre dA reqoit sa contrainte qui peut avoir une intensite, une direction voire un sens 
different des autres. 

ts. Remarque 2 : tout comme les sollicitations equilibrent le tronqon de gauche, les contraintes equilibrent la 
partie gauche de la poutre. 

5a Remarque 3 : un principe est une hypothese. La veracite des contraintes est inverifiable puisqu ’on ne sait pas 
les mesurer. 

dF 

Mathematiquement parlant, la contrainte est la limite de quand A — > 0. 

dA 
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1.4) Unite : 

La contrainte est une force par unite de surface. Son unite est done le [N/m 2 ] ou le [Pa] 

(Pascal). 
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II) Notations : 

2.1) Contraintes : 

u 

Cette force de surface / est generalement un vecteur incline par rapport a la normale a 
la facette dA. On decomposera done chaque contrainte selon 3 composantes dans le repere : 




• la composante selon l’axe x de la contrainte agissante sur la facette normale a x sera 
notee o x ; 

• la composante selon l’axe y de la contrainte agissante sur la facette normale a x sera 
notee r xy ; 

• la composante selon l’axe z de la contrainte agissante sur la facette normale a x sera 
notee r xz ; 

Ja Remarque : ose dit « sigma » et zse dit « tau ». 


2.2) Etats de sollicitations : 

Nous definissons des noms d’etats de sollicitations suivants : 


Sollicitations non nulles 

Etat de sollicitation 

N x < 0 

Compression pure 

N x > 0 

Traction pure 

M_ ou M y 

Flexion pure 

V y ,M z ou V z ,M y 

Flexion simple 

V y ,K, M y , M z 

Flexion biaxiale ou Flexion deviee 

N x , V y , M z ou N x , V : , M y 

Flexion composee plane 

N x , V y , V : , M y , M z 

Flexion composee biaxiale ou composee deviee 

T x , M z ou T x , V y , M z ou T x ,N x , V y , M z ... 

Flexion torsion 




IUT - Q£i*u Civil (\wm SfUuh- RDM 


$. aemooi 


III) Hypotheses : 

3.1) Hypotheses classiques : 

Dans le cours suivant, de nombreuses hypotheses sont posees : 
les structures etudiees sont composees de poutres (c.f. theorie des poutres) ; 
les sections possedent un plan moyen (axe de symetrie Gy) ; 
les deformations restent faibles ; 

le materiau travaille dans la zone elastique (que nous definissons juste apres) ; 
les contraintes existent ; 

la matiere est uniforme et continument repartie dans le solide (pas de miro trous - ensemble 
coherent au sens propre : la matiere forme un bloc). 

2s. Remarque : cette hypothese est relativement vraie lorsqu ’on fait une analyse macroscopique (il est hors de 
question de raisonner au niveau moleculaire - analyse microscopique). 

Dans le present chapitre, nous nous limiterons aux poutres composees d’un seul materiau (pas 

de section mixte). 

3.2) Loi de comportement - Loi de Hooke : 

On entend « loi de comportement du materiau » (LC) failure de la courbe « contrainte 
- deformation ». 

Cette courbe, intrinseque au materiau, est la base de toute la theorie. 

2s Remarque : intrinseque veut dire uniquement fonction du materiau. 


a) Loi reelle : 

Le comportement reel de l’acier, par exemple est le suivant : 



2s Remarque 1 : a chaque materiau sa loi de comportement. II est done tres difficile de prendre une courbe type 
(certains materiaux sont fragiles, d’autres ductiles ...). 

2s Remarque 2 : cette courbe a ete tracee a la suite d’un essai sur une barre haute adherence mise en traction. 

La machine etait pilotee en deplacement. La courbe contrainte — deformation etant intrinseque 
au materiau, elle permet de nous affranchir des dimensions de I’eprouvette (le resultat est le 
mime quelque soit la faille de I’eprouvette d’essai). 


27 
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b) Loi simplijiee : 

Dans la plupart des cas, nous allons limiter le travail 
du materiau dans sa zone elastique. C’est pourquoi nous 
prendrons la loi elastique parfaite suivante : 

2s. Remarque 1 : il existe encore d’autres modelisation de loi de 
comportement - exemple : la loi de comportement 
elasto-plastique parfaite, la loi de comportement 
plastique parfaite ... 

2s Remarque 2 : les calculs se font generalement dans le domaine 
elastique pour plusieurs raisons : 
les deformations dans la zone pastique peuvent etre 
considerees trop importantes (exemple : ouverture des fissures 
pour le beton arme facilitant la corrosion) ; 
la deformee de la structure risque d’etre trop importante ; 
les deformations y sont reversibles ; 

on reste generalement dans le domaine de validite de la 
mecanique des structures (theorie du l er ordre) ; 
le comportement du materiau hors de cette zone augmente la probability d’obtenir des instabilites 
(voilement ...) ; 

on se place en securite (puisqu 'il reste une reserve de resistance) ; 
il existe des materiaux sans zone plastique ; 
les calculs sont plus simples. 

Dans la zone elastique, les contraintes et les deformations sont 

proportionnelles. 

La droite de cette loi de comportement est done la suivante : 

o x =Exe x 

c) Valeurs intrinseque s de materiaux : 


Materiau 

E [MPa] 

Acier doux 

210 000 

Aluminium 

70 000 

Verve 

66 000 

Plexiglas 

2 900 



3.3) Comportement des sections - Loi de Navier Bernoulli : 

Navier et Bernoulli ont etudie le comportement de poutres. Ils en ont deduit la loi 
suivante : 

Les sections droites restent droites, identiques a elle memes et 

normales a la ligne moyenne. 



2s Remarque : on sait pertinemment que cette loi est fausse : ce n ’est qu ’une simplification de la realite. 

Cependant, elle est relativement exacte et permet de simplifier grandement les raisonnements. 
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Par exemple, on sait que les dimensions transversales changent - si on pose « v » : coefficient de 

poisson : kft. _ _ v 

<p L 


3.4) Hypotheses de Saint Venant : 


a) Observation : 




c fim mwm ttm c 


b) Enonce : 

« Les contraintes, dans une region eloignee des points d’ applications d’un systeme de 
forces, dependent uniquement de la resultante generale et du moment resultant de ce systeme 
de forces. » 

Le principe de Saint- Venant suppose que les calculs des contraintes se fait suffisamment loin 
des points d’application des forces. 

2s. Remarque : au final, on considere que la diffusion des charges se fait immediatement dans le materiau 
(diagramme « c » partout sous la charge - zone de transition « ac » inexistante). 
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IV) Contraintes normales : 

4.1) Lien entre contraintes normales et solicitations : 

Lorsqu’on reduit les contraintes normales au niveau du centre de gravite, on retrouve 
les solicitations : 



On peut done dire que : f a ’ r = (N,V y ,V : ,T,M v ,M_) 

A 

Si Ton regarde le lien entre les solicitations et les contraintes normales, on peut dire que : 


o 

1! 

[X| 

fo x xdA = N x 

A 

O 

II 

CX 

f ~°x xyxdA = M z 

A 

o 

II 

:\ 

XI 

Jo x xzxdA = M y 

A 


Ja Remarque : pour les signes, il fan t analyser si une contrainte positive sur une fibre ayant des coordonnees 
positives engendre un moment positif on negatif. 
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4.2) Sous effort normal N x : 

a) Loi de Navier Bernoulli : 

Observons les deformations d’une poutre puis d’un troncon dx infiniment petit de cette 
poutre soumise uniquement a un effort normal (traction pure) : 








i % 







_j > " 


S 



Les fibres se sont toutes allongees. De la 
meme valeur. 


A dx 

= e = cste 

dx 


b) Loi de Hooke : 

Appliquons la loi de Hooke : o x = Ex e v sur le troncon dx : 



2s. Remarque : E et e x etant constants pour toutes les fibres de la section, o x Vest aussi. 


TV 


c) Formule liant o x et N x : 

A partir du bilan integrate du 3. 1, nous allons etablir la relation liant a x et N x . 


= Jo,.xdA = o„fdA = o 


5 d/ 


xA 


a 


x 
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d) Deformee et deplacement : 

L’allongement de la poutre correspond a la somme des allongements relatifs des 
sections. Done : 

A L= fe x dx = f— x dx = — fo x dx = — f— x dx 

J J E EJ EJ a 

XX x X 

Dons, dans le cas particulier ou : 

1’ effort normal est constant ; 

cet effort normal agit sur une longueur L de la poutre ; 
la section reste constante selon x ; 


on a : 



AL = 


KL 

EA 


e) Cas particulier de la compression : 

Lorsque la poutre est soumise a un effort normal de compression ( N x < 0), une 
instability peut se produire : le flambement. 

Si la force de compression reste inferieure a 1’ effort normal critique de flambement ( N cr ), 
seul le sens du vecteur contrainte change par rapport a la traction. 

2s. Remarque : le flambement sera etudie dans les modules de structure (charpente metallique). 


f) Exemple : 

Soit un tirant d’acier de section circulaire de diametre 7 cm. Ce tirant a une longueur 
de 5 m. Connaissant la limite elastique de l’acier doux : / = 235 MPa , on vous demande de : 

© calculer la charge qu’est capable de reprendre ce tirant ; 

© determiner l’allongement maximum avant de depasser la limite elastique ; 

© tracer failure du diagramme des contraintes normales dans la section. 

2s Resultat : 

section : 3,848. 10' 4 m 2 ; 

charge limite Fu mite =0,904 MN (soit 90 tonnes) ; 
allongement : 5,59 mm. 
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4.3) Sous moment de flexion M z : 

a) Loi de Navier Bernoulli : 

Observons les deformations d’une poutre puis d’un troncon dx infiniment petit de cette 
poutre soumise uniquement a un moment de flexion (flexion pure) : 






^ \M Z X 

V 




J > 



Les fibres ne s’allongent pas toutes de la 
meme valeur. En effet, certaines se sont 
raccourcies, et d’autres allongees. 


Soit Adx(y) la variation de longueur de la 
fibre a l’ordonnee y. 

La longueur initiale de cette fibre est dx. 


A dx(y) 
dx 


= e x (y) = axy 


2sl Remarque : Adx est negatif pour y > 0. Done a <0 


b) Loi de Hooke : 

Appliquons la loi de Hooke : o x = Ex e x ( y ) sur le troncon dx : 



c) Formule liant o x et M : : 

A partir du bilan integrale du 3. 1, nous allons etablir la relation liant a x et M z . 
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d) Exemple : 

Soit une poutre de section rectangulaire 200 x 500 mm 2 (posee a chant) soumise a un 
moment de flexion de 100 kN.rn. Le materiau composant la poutre est du bois. Son module 
d’ Young E = 10 000 MPa. On vous demande de : 

© tracer le diagramme des deformations dans la section ; 

© tracer le diagramme des contraintes normales dans la section ; 

© aj outer sur le diagramme les valeurs caracteristiques ; 

® si la contrainte limite du bois est de 13 MPa, la poutre resistera t’elle ou faut-il la 
redimensionner ? 

2s. Resultat : 

moment quadratique Iqz = 2083 . 10' 6 ; 

&xmax 22 MPa. 

e) Definition : 

• plan neutre : on appelle plan neutre le plan forme par toutes les fibres qui ne s’allongent 

pas (et ne se raccourcissent pas non plus). 

• plan moyen : on appelle plan rnoyen le plan vertical passant par G. 

• axe neutre : on appelle axe neutre (elastique) 1’ intersection entre le plan moyen et le plan 
neutre. 



2s Remarque : en flexion simple et pure, l ’axe neutre est confondu avec la ligne moyenne. 

Plan 


Axe neu 


f) Simplification pour section rectangulaire : 

M- 

La formule de base est done o x (y)= -xy. La contrainte qui nous interesse est 

I Gz 


celle qui est maximale, c'est-a-dire la plus eloignee du plan (x, G, z). Dans le cas d’une section 

h 

rectangulaire, cette contrainte est a y = — . On peut done simplifier la formule cornme suit : 


M 7 h 
bxh 3 X 2 


6M Z 

bxh 2 
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g) Moment capable : 

Le moment maximum qui est applicable a une section avant que la contrainte 
maximale arrive a valeur limite s’appelle moment capable. 

• Cas du rectangle : 


6M Z 

bxh 2 


done 


M 


bh 2 o 


Aho,. 


Zcapable 


• Cas du disque : 

M 7 4 xM 7 

o - — -xy A 

x max r y max 4 

l r7 Jt xr 


done 


jt r o 

M z = 222L 


Aro .. 


4 


Cas du triangle : 


a 


M 7 


■xy = 

y max 


GZ 


36 M 7 2 h 

f x — done 

bxh 2 3 


My = ^ ° XWBX 

24 


Aha *r 

12 


h) Rendement geometrique d’une section : 

Pour une section d’aire A, certaines formes sont plus adaptees que d’ autre a reprendre 
un moment de flexion eleve. En effet, la matiere la plus eloignee du centre de gravite a un 
rendement fort, tandis que celle au niveau de l’axe neutre est inutile. 

On peut done definir le rendement d’une section cornme etant le rapport entre le moment de la 
forme geometrique et le moment capable theorique (maximum correspondant a la section 
geometriquement la plus adaptee). 

• Cas du rendement parfait : 

Cette section hypothetique possede la moitie de son aire sur la fibre superieure extreme, et la 
moitie de son aire sur la fibre extreme inferieure : 



fi rectangle 


Cas du rectangle : 

6 1 
3 


disque 


Cas du disque : 

4 8 


Aho , 


Aho r 


]_ 

4 


r\ 


triangle 


Cas du triangle : 

A h Q x , nax 

12 1 

Aha r max 6 


2 


• Autres cas : 


Section 

Rendement geometrique 

Tube 

Vi 

I PE, HE A 

Proche de 1 
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4.4) Sous moment de flexion M y : 

La demarche d’etude est la meme que sous un moment de flexion M z . Le bilan integral 


est : 


o, x z x dA = M „ 


f 

A 

Pour determiner la relation entre le moment de flexion M v et la contrainte a , , nous ferons 

simplement une permutation circulaire (changer y en z et z en y), sans oublier de changer de 
signe : 

O \z) = -xz 

I 

1 Gy 

Sa Remarque : le changement de signe vient du fait qu ’une contrainte positive amene un moment positif si elle 
est appliquee sur un fibre de coordonnees positives. 
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4.5) Sous solicitations composees : 

Pour les solicitations composees, nous allons utiliser le principe de superposition : 


a) Flexion composee N x + M : : 
• Formule : 


, v N x M z 
a,W- T --x, 


L Gz 


M _ 


si Ton pose e y (excentrement par rapport a l’axe y) le rapport : la fonnule devient (rappel : 

N .. 


ifc) : 

A 


°x(y) = ~f 
A 


, A M v 
1 x — -xy 


N 


Gz 




1 M - 
1 -x 

N r 



xy 





is Remarque : on observe le deplacement vertical du plan neutre. En effet, il ne passe plus par le centre de 
gravite de la section. 


Ilf/27 


N 

M; 


G 


s. metooi 


N x 

M z 


N, 


IUJ - Qlfxic Qm/\ 4, tyicXj&t- RJ^ 

* N.. 


z * Cas partic^cr du^-rectangle - tiers central : x 

Pour de nombreuses sections telles que les fondations, il faut se debrouiller pour que 
toutes les fibreyde la section subissent des contraintes de)lneme signe. 

Nous allons done rechercher l^ alcur e v maximale. 



Si 1’ effort normal est positif. Pour que la contrainte soit dans toute la section positive, il faut : 


12 xe 

( h\ 




1 + ^-x 

+ — 

>0 



h 

l 2j 




6xe. 




6xe„ 

+ 

X 

IV 

o 


et 

1 ' > 

h 




h 

6xe 




6xe„ 

done 

>-l 


et 

v <1 

h 




h 


h 



h 

e 

> 


et 

e„ <: — 

y 

6 



v 6 


C’est ce que l’on appelle le tiers central : 



• Exemple : 

Soit une fondation de 1,5 x 2 m 2 reprenant une force verticale de compression de 200 
kN et un moment M = 30 kN.m. Cette fondation repose sur un sol de resistance 0,1 MPa. 

© Apres avoir choisi le sens de cette fondation ; 

© vcrificz que le sol sous cette fondation resiste ; 


2s. Resultat : 

sens selon moment quadratique maxi ; 


, , N M z 200 xlO 3 

(y ) = -f- - 7^ X y = 

I Gz 2x1,5 


30xl0 3 xl2 


xj = (66,7-30xj)x10 3 


A I Gz ' 2x1,5 l,5x2 3 

°vmin = (66,7 -30xl)xl0 3 = 36,7 kPa >0 -^Ok (le sol ne peut etre mis en traction) ; 
°xmax =(66,7-30x(-l))xl0 3 = 96, 7 kPa <100 kPa -» Ok 




\y ) 


w a- w 
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b) Flexion deviee (ou biaxiale) M v + M z : 

z Formule : x 


& 


z 


X 


( s M y M. 
O x U z ) = + — xz--^xy 

^ Gy * G - 




2s Remarque : on observe une rotation du plan neutre autour de l ’axe Gx (l ’axe neutre 
centre de gravite des sections). 


est toujours au niveau du 






M-_ 
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G G 


My 


oA z ) 


Z X Z X 

c) Flexion composee deviee N x + M v + M z : 

• Formule : 

M 


M z 


O x iy, (j, £ x z - - r ^: x y 


Gy 


I. 


M _ 


si Ton pose e y le rapport : la formule devient (rappel : 


M y 


et 


N, 

MG 


): 


e z le rapport : + — - , la fonnule devient (rappel : = Ii3l ) : 


n ( t — 

°xM’ z ) ~r 
A 


z N x 

.AM AM, 

1 + — x — -xz x — -x v 

N I r NI r 

x (jy x Uz 


A 


A 


/ 


s. aemoor 


i y 

1 + — r x y + x z 

l Gz l Gy 


Diagramme des contraintes : 

/N 

z 

* 



t 



1 J 




• Exemple : 

Soit une fondation de 1,5 x 2 m 2 reprenant une force verticale de compression de 200 
kN et deux moments M z = 30 kN.m M y = 20 kN.m. Cette fondation repose sur un sol de 
resistance 0,15 MPa. 

© Determinez les contraintes dans le sol aux 4 coins de la fondation. 


Is. Resultat : 


I v N x M M, 

o vl U- =— +— xz "Xj; 

4 I„ F„ 


a ,(l;0,75) = 


Gy 

-200 xlO 3 20xl0 3 xl2 


2x1,5 


2x1, 5 3 


30xl0 3 xl2 , 

x 0, 75 ; — x 1 = -lOkPa 


1,5 x2 3 


a 2 (l; -0,75) = 


-200 xlO 3 20xl0 3 xl2 


2x1,5 


ru xiz, , \ 30x10 xl2 

r — x(-0,75) — xl = -123 kPa 

xl,5 3 v ’ 1, 5 x 2 3 


a 2 (-1; -0,75) = 


-200 xlO 3 20x10 x 12 


30x10x12 


2x1,5 


x(-0,75)- x(-l) = -63,4kPa 

xl,5 3 V ’ l,5x2 3 V ’ 


a 2 (-1:0,75) = 


-200 xlO 3 20x10 x 12 


2x1,5 


2xl,5 3 


x0,75- 


30x10x12 

l,5x2 3 


x(-l) = 10 kPa 




M z 

r 

X 

My 


m 2 

IUT - Qh^u Cp/it Pimm S. HESIEL001 

G N M y G 

h/3 x 

2 b/3 X z x 

• Cas particulier du rectangle - tiers central : 

Nous allons rechercher la zone d’application de la force pour que les contraintes dans 
la section aient le meme signe quelque soit la fibre 


N ( 

a - Uz) ~A 


l + ~% 


\ 


xy + ^-xz 






‘■Gy 


A 




Axe z \ 
xy + -xz 






12 bhxe v 
bh 3 


" x v + - 


1 2 bh x e„ 


N. 


oh 


xz = — jH 1 + 


1 Gy 

12xe„ 


xy + 


12xe „ 


b 2 


xz 


La COntrainte maximale (pour la fibre extreme d’une section rectangulaire) vaut : 



2s. Remarque : pour line section circulaire, la zone correspond a un disque de diametre D/4. 
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>x 


o 


y 
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L4L* y 

r xy 


% 


UL1 

T 


Ul 
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V) CoUtraintes tangentielles : xz & dA 

^.fj^Lien entre contraintes tangentidles et solicitations : 

T LoCqu’on reduit les contraintes tangentielles au niveau du centre de gravite, on 

retrouve les solicitations : 


dz 



Si Ton regarde les liens entre les solicitations et les contraintes tangentielles, on peut dire 
que : 


o 

II 

tC 

PKI 

II 

S' 

o 

II 

II 

s 

o 

II 

/( r ,z ‘ y ~ T xy ‘ z )’ dA = T x 

A 


5.2) Reciprocite de Cauchy : 

Considerons un demi volume elementaire (dV = dx . dy . dz) : 





'-'\J / 


MM z] Vyl 
Vy 


dx 


IUT ¥ QUmI Clvd fi-h4M fylcUA- R&M 


°x ( 9, +do ', ' 


X 


■• ' y 1 y 

5.3) Sous effort tranchant Vy : 


Vyl + dV yl 


^(y) 

L xy 


s. meiooi 


a) (D^dioiWffat^r 1 : & x 

z La rccl^yrcl^clc 1’ expression des contraintes tangentielles x xv en fonction de y doit 
& z z G 

passer par la recherche de 1’ expression des contraintes tangentielles \ en fonction de y. 


2s. Remarque : en effet, si l ’on analyse r xv en fonction de y, on ne peut rien demontrer. 

Considerons une poutre de section quelconaue 
M z peuvent varier selon x). Isolons un troncon dx de cette poutre : 


eui rien uernururer. 

sollicifee en flexion simple 


(done V y et 



Comine nous sommes en flexion simple et non pas en flexion pure, nous obtenons M z + c/M z 
du COte droit de la poutre (le diagramme de sollicitation des moments n’est pas constant lorsque V y f 0). 

XT M, . M_ + dM_ 

Nous avons o v = -y et o x +do x = 5 -y 

d GZ d GZ 


Si nous coupons horizontalement ce troncon dx a l’ordonnee y, le troncon du has (tout 
comme celui du haut) doit rester en equilibre. De plus, il va liberer les contraintes tangentielles de 
cohesion x yx (y) : 





N 




2s Remarque : r vx = cste car dx est tres petit. 
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L’equilibre selon l’axe des x s’ecrit : 

2 Fx = 0 = ~f(°x (>’)) ' dA+ f(°x (>’) + dO x (y))- dA + T yx (y)-b(y)- dx 


= J d O x ( y ) • dA + ( y ) • b ( y ) ■ dx 

A ' 


M 


■$d\ -y - X v I ■ dA + X IA ( .V )-b{y)- dx 


~A' \ *Gz 

.dM 


= -C—^xydA + x yx (y)-b(y)-dx 

A’ *Gz 


dM . 


Or, — = —V (c.f. chapitre sollicitations) done dM . = —V • dx 

dx 


-V-dx \ 

— -y 


■ dA + r ■ b'-dx 

yx 


°-/ . , 

/C\ Gz 

V -dx V 

= — — J(y)- dA + r yx -b'-dx = j-f{y)- dA + T yx ■ b ’ 


Gz A 

V. 


Gz A' 


T ” ^ Ic'b'i 




dA 


Or Jy ■ dA est le moment statique selon l’axe des z, de la partie superieure de la section (ici : 


partie basse du tronfon : A’). Nous le noterons S’gz 


c> , c" _ e - 0 9" --9" -9' 

Gz sup ~ ^ Gz inf ,J Gz u Gzsup Gzinf Gz 


b) Formule 


is. Remarque 1 : la contrainte tangentielle maximale est obtenue, pour une section symetrique par rapport a 
l ’axe des z, au milieu de la section (si b ’ cste). 

is. Remarque 2 : la contrainte tangentielle maximale est obtenue, pour la section qui supporte l’ effort tranchant 
maxi (si la poutre est a section constante). 

is Remarque 3 : a chaque materiau, nous considererons qu ’il existe une contrainte tangentielle limite au dela de 
laquelle la poutre casse par cisaillement. II est done necessaire d ’avoir des sections avec base 
b minimale (fonction de I’intensite de l’ effort tranchant) 

Ceci est une simplification - en theorie, il faut etudier le cercle de Mohr des contraintes, e’est- 
ci-dire l ’interaction entre les contraintes normales et les contraintes tangentielles pour caque 
fibre dA. 

2s. Remarque 4 : lorsque V y est nul, r xy et T yx le sont aussi. 

— *• En traction, compression et flexion pure, V y =0 done r xy et r yx =0 


—T =T = 

yx xy 


KxS'cz 

d GzXb' 
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y + 


1/h 
2 2 


-y 


v„ 


Kr 


V-S' 

y gz y 

I r .‘b' bxh 3 

Gz . Jy 

12 


22 J l 2 bxh\ 


/ h 2 


h l 2 

~y 


Solution parabolique (en y 2 ). 

• Le maximum est obtenu pour y = 0 


done t 


L 1 V x 

<h 2 \ 

b-F v 

(h 2 \ 

- 3 V 

1 " xy max 1 7 , 1 / A 

1 ' 1 bxh / 

/ f. 

i 4 J 

bxh 3 

l 4 J 

2-b-h y 


Comme b • h = A total , on obtient : 
i i 3 


xy max 


2 -A, 


-V„ 


total 


Aux extremites les contraintes tangentielles sont 
nulles. 



d) Exemple : 

Afin de determiner la colle utilisable, trouvez la contrainte de cisaillement horizontale 
maximale dans la colle d’une poutre lamellee collee de 1,2 m de haut et 0,5 m de large 
lorsqu’elle est soumise a un effort tranchant de 20 kN (il yaun nombre paire de lamelles). 


2s. Resultat : 


V v' S 'GZ , , , I 

|T.„ I = I T„, I = — : . La valeur maximale est atteinte a l ’axe de symetrie, et vaut T 


yx I 


Ioz-b 


xy max 


2- A 


- V .. 


total 


xy max 


2 x 1,2 x 0,5 


-20 -10 3 =50 kPa 


On choisira done une colle qui, outre son adherence sur le bois, resistera a une contrainte tangentielle 
superieure a 50 kPa. 
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5.4) Sous effort tranchant Vz : 


V y xS' & 


Nous venons de demontrer que -r = r = 

W * I^b 


Nous pouvons recommencer la demonstration ou raisonner par permutation circulaire pour 
obtenir : 

VxS' 


-t = r = 

zx xz 


Gy 


I Gy *h' 


5.5) Sous moment de torsion - notions : 

a) Generalites : 

Comme nous faisons l’hypothese des petits deplacements, nous savons que : 

- l’hypothese de Navier Bernoulli reste toujours valable ; 

- la distance axiale separant 2 sections droites ne varie pas ; 

- la rotation des sections est proportionnelle a la distance qui la separe du point 
d’encastrement en torsion : 


\ 



b) Loi de Hooke : 

Y X y est la distorsion (distance par unite de longueur). 

La loi de Hooke s’ecrit : 

G est le module d’elasticite transversale (ou module de Coulomb). 

Les contraintes qui se developpent sous ce type de sollicitation sont uniquement des 
contraintes de cisaillement. 


I xy 


da 

- r • — = r-0 

dx 


r : distance entre l’axe de rotation et le point considere. 
done r = G ■ r ■ 6 


c) cas des profits pleins circulaires : 

Si on analyse la deformation d’une section a l’abscisse x : 



En ecrivant l’equilibre de la section, nous ob tenons : 
T =J r ' r • dA = JG- 9 -r • r • dA = G-6 Jr 2 ■ dA 

A A A 
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Jr 2 -dA est appele moment quadratique polaire. II est note Ic 

T 


A 

done : 


et : 


d = 

G-I 0 

T 

r = — • r 


Le diagramme de repartition des contraintes tangentielles a 1’ allure suivante 

tmax est obtenu pour r maxi. 



d) cas des profits minces - tubes : 

Ces profils peuvent aussi bien etre ouverts que fermes. Une analyse experimentale 
peut prouver que leur comportement a la torsion est totalement different : 
un tube ferine resiste beaucoup mieux qu’un tube ouvert ! 

2s. Remarque : considerer le flux des contraintes tangentielles permet de simplifier le probleme. 
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VI) Resume : 

6.1) Formules : 

a) F ormules de base : 


Sollicitation 

o x 


Deformation 

N x 

N x 

o= — 
x A 

S =°’ r„ = 0 

N 

£ r = — = CSt 

x ExA 

v > 

o 

ll 

b* 

r V *' S '« 

i7 Wb' 

o 

ll 

* 

to 

K 

o 

II 

b* 

ii 

§ 

Co 

O 

II 

to 

M v 

II 

r v =°’ r„ = 0 

e x = ax z 

M z 

II 

N ts, 

= 0 ’ T ,z =0 

e x = ax y 



b) Formules generates : 


Etat de sollicitation 

<*x 

r *y 

Traction - compression : 

N x 

N x 

(7 = — — 
x A 

r =0 

xy 

Flexion pure : 
M z 

M z 

= y 

1 Gz 

r ^=° 

Flexion simple : 

V y M z 

M z 

°* = -j y 

l Gz 

K-s'gz 

Txy Igz-V 

Flexion composee plane : 
N x > V y ,M : 

l \ N x M z 

a Ay)=^--r x y 

A I Gz 

CT v (y) = — fl + — (avec __^Ll) 
y A i 2 y ~ at 

A \ l Gz / N x 

r V *' S '« 

X7 Wb' 

Flexion deviee : 
V y ,V z ,M y , M 

( \ M y M. 

<W’ Z )",' XZ r x y 

‘Gy (jz 

K-s' Gz 
T xJ V*' 

Flexion composee deviee : 
N x , V y , V z , M y , M z 

t \ N x M M _ 

a lv,z) = — + — -xz -xy 

K ’ A I r I c e = _^ 

Gy Gz e y 

s \ N x ( e v e z \ m 

<W> Z ) = ^ 1 + TTX}’ + TTX 2 e z =-7 

A l Gz l Gy 

K-s' Gz 

Txy hz-b' 
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6.2) Demarche de resolution : 

1) Nature de la structure ; 

2s. Remarque 1 : on ne peut poursuivre que si la structure est isostatique. 

2s Remarque 2 : bien regarder s ’il n ’existe pas de mecanisme. 

2) Inconnues de liaisons ; 

2s Remarque : pour cela, appliquer le principe fondamental de la statique. 

3) Solicitations ; 

2s Remarque : il est necessaire de tracer les diagrammes pour connaitre les extremums, les valeurs en tout point 
de la structure ainsi que I ’etat de sollicitation de la section a etudier. 

5) Contraintes : 

2s Remarque : cette etude se deroule a I’ELU (etat limite ultime). 

5.1) Etat de sollicitation ; 

2s Remarque : determiner l ’etat de sollicitation de la section a etudier. 

5.2) Caracteristiques geometriques des sections droites ; 

2s Remarque : en fonction de l ’etat de sollicitation de la section, determiner : 

- I’aire A ; 

- la position du centre de gravite (y G et z G ) ; 

- les moments quadratiques Igz et I Gy (on insiste sur le fait qu ’ils sont calcules pour des axes passant par 
le CdG) ; 

- les modules deflexion elastiques. 

- les rayons de giration. 

5.3) Contraintes normales : 

tracer le diagramme des contraintes normales dans la section droite ; 

2s Remarque : il est important de presenter un schema en equilibre. 

calculer les valeurs caracteristiques (extremes positif et negatif, valeur au niveau du CdG) ; 
verifier si ces valeurs sont inferieures a la valeur admissible. 

2s Remarque : dans le cas contraire, il sera necessaire de redimensionner. 

5.4) Contraintes tangentielles : 

tracer le diagramme des contraintes tangentielles dans la section droite ; 

2s Remarque : il est important de presenter un schema en equilibre. 

calculer les valeurs caracteristiques (valeur extreme, et 0 aux extremites du profile) ; 
verifier si ces valeurs sont inferieures a la valeur admissible. 

2s Remarque : dans le cas contraire, il sera necessaire de redimensionner. 


2s Remarque : en verite, pour certains materiaux comme I’acier, il est necessaire d’etudier le cercle de Mohr 
qui est une combinaison entre la contrainte normale et les contraintes tangentielles sur une fibre. 
On verifie alors un critere de resistance tels que le critere de Von Mises. 
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